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Geschichte des Malfattiscken Problems. 


Ob die vorliegende Arbeit einen Anspruch auf erschöpfende Behand- 
lung der Literatur des Malfatti’schen Problems in seiner allgemeinen und 
speciellen Fassung erheben kann, darüber steht dem Verfasser kein Urthcil zu, 
— im Gegentheile, es ist sehr wohl möglich, dass ihm die Verdienste des 
Einen oder Anderen um die berühmte Aufgabe entgangen sind. 

Mit einiger Sicherheit aber darf er behaupten, dass nichts Wesentliches 
übersehen worden ist, um einen Einblick in die Leistungen geometrischer 
Forschung auf diesem Gebiete gewinnen zu können. 


Einleitung. 

Das vonMalfatti im Anfänge dieses Jahrhunderts gestellte Problem ist 
folgendes: *) 

, Es soll ein gerades dreiseitiges Prisma, das aus irgend einer Masse, 
z. B. aus Marmor, bestehen kann, drei cylindrische Aushöhlungen erhalten, 
so zwar, dass die drei Cylinder mit dem Prisma einerlei Höhe haben, 
und deren Inhalte die grösstmöglichsten werden, die nach der Aushöhlung 
übrig bleibende Masse also das kleinstmöglichste Volumen einnimmt.“ 
Wenn man daher die Aufgabe: 

In ein gegebenes Dreieck drei Kreise so einzuschreiben, dass sie sich 
unter einander berühren, und ausserdem je zwei Seiten des Dreiecks 
Tangenten an je einen der Kreise werden, 
als die ursprünglich Malfatti’sche bezeichnet, so bedarf diese Benennung, 
dem Wesen des Problems nach, keiner Rechtfertigung, was jedoch die äussere 
Einkleidung derselben anbetrifft, des erläuternden Zusatzes, dass sie in Mal- 
fatti's Abhandlung selbst, die eine Aufgabe aus der Stercotomie zu ihrem 

*) Memoriu sopra un problema stereotomico (Mcmorie di Matcmatica e di Fisica dulla 
Bociotä ltniianu dello scicnze. Modcnn 1803. tomo X. parle I*. pag. 233J. 
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Gegenstände hat, nothwemlig erst in zweiter Linie auftreten, dann aber aller- 
dings den Kern der Untersuchung, welche von Malfatti in der auf trigono- 
metrische Rechnungen gegründeten Lösung ihren Abschluss erfährt, bilden muss. 
Nach Malfatti sind nun die Radien der gesuchten Kreise: 

• = 2n (s + P “ r V) 

>J = 2 k (» + f— r— e — y) 

*■ = + 9— r — e - /), 

wo r den Radius des eingeschriebenen Kreises, s die halbe Summe der Seiten, 
e,f, g die Abstände der Ecken des Dreiecks von dem Mittelpunkte des ein- 
geschriebenen Kreises, endlich »,k,m die Abstände der Ecken von den Be- 
rührungspunkten des eingeschriebenen Kreises bezeichnen. — 

Diese Werthe führen Malfatti zu folgender Konstruktion: 

Es sei (Taf. III. Fig. 1.) ABC das gegebene Dreieck und S der Mittel- 
punkt seines eingeschriebenen Kreises. Man verlängere B C und mache 
C E — At = At\, und E F = B D, feiner trage man AS von F nach G und 
CS von G nach 11 auf, halbire BH in J und ziehe durch J die Senkrechte! 

OJ auf BC, welche der BS in 0 begegnet; dann ist 0 der Mittelpunkt, 

OJ der Radius eines der gesuchten Kreise. Analog werden die Mittelpunkte 
und Radien der beiden anderen Kreise bestimmt. 

Der Beweis dieser Konstruktion ergiebt sich sehr leicht, wenn man die 
Richtigkeit der Malfatti’schen Ausdrücke voraussetzt. 

Da nernlich 

A t -f- B C = s, 

so ist auch BE = s und, da EF — Bl) = / — r ist, so hat man 

BT=.s-\-f — »•; da ferner FG = AS, GH = CS, so ist 
BH=s+f-r — e- g. 

Ferner hat man 

OJ:BJ=SM:BM, d. h. 

OJ : — "t— - -g e — 9 — r: k , mithin ist 
,JJ = oj. (« -t >-c- </), 

/t> 

wie verlangt wurde. 
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Ohne den Gang seiner ..Rechnungen im Einzelnen mitzutheilen, giebt Mal- 
fatti nur die Grundfonnein und die Resultate und zeigt alsdann, dass jene mit 
diesen in Einklang sind. 

Ist das gegebene Dreieck gleichschenkelig, so findet sich eine Lösung 
dieser bedeutend vereinfachten Aufgabe schon bei Jacob Bernoulli *), der 
hierfür die nachstehende Konstruktion angiebt: 

Man fülle aus der Ecke N des gleichschenkligen Dreiecks 0 N P (Taf. III. 
Fig. 2.) die Senkrechte NS auf OP, verlängere sie um das Stück S E = S 1\ 
schneide weiter von N aus mit NP die Strecke NC auf NE ab und kon- 


struire dann über SY=- CE die beiden Quadrate <SF, SZ : so sind V, Z 


die Mittelpunkte derjenigen der drei gesuchten Kreise, für welche OP eine 
gemeinsame äussere Tangente ist. 

Es werde S Y von N aus auf NS abgetragen, und durch den so erhaltenen 
Punkt G eine Parallele FIi zu OP gezogen, deren Länge von Y aus auf NS 
abzumessen ist, wodurch der Punkt A gefunden wird. 

Die Länge der zu OP Parallelen AB wird gleich der Strecke SI) ge- 
macht, und umP, als Mittelpunkt, ein Kreis mit dem Radius SZ) beschrieben, 
dessen Peripherie in M das Perpendikel von J aus auf OP schneidet. J ist 
der Durchschnitt der Dreiecksseite NP mit der Verbindungsgeraden ZV, d. h. 
einer der oben erklärten Quadratseiten. 

Beschreibt man jetzt aus V oder Z mit dem Radius J M einen Kreis, 
so trifft dieser die Gerade NE in dem Mittelpunkte Q des gesuchten dritten 
Kreises. 

Setzt man 


so ist 


y = 


SP — a, SN=*b, PN=c 
V W =s y, N X = d, Q R — e, 
a -j- b — c 
2 ’ 


c — a -f- y, 




b c -j- c* — 2 a 



Nach dieser kleinen Digression von Malfatti's Arbeit kehren wir wieder 
zu derselben zurück und entnehmen ihr noch die Konstruktionen für die Fälle, 
in denen das gegebene Dreieck gleichschenkelig oder gleichseitig ist. 


*) Problem« geumctricum. Lemma II. (Opera. Torrn» I. pag. 303. ) 
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1. Das Dreieck sei gleichschenkelig (Taf. III. Fig. 3.). 

In beiden Fällen kann ich mich wohl auf die blosse Angabe der Kon- 
struktion beschränken und die weiteren Erörterungen Malfatti’s übergehen. 
In den Figuren habe ich übrigens alle Bezeichnungen des Originals beibehalten. 

Die Mittelpunkte K, 0 der beiden Kreise, für welche die Basis A B eine 
gemeinschaftliche äus«ere Tangente bildet, werden als Durchschnitte der Hal- 
birungslinien der Winkel AJV und BJV mit den Geraden A C, B C ge- 
funden, wobei J den Fusspunkt der von V aus auf A B gefällteu Senkrechten 
und C den Mittelpunkt des dem Dreieck A VB eingeschriebenen Kreises bedeutet. 

Auf der Verlängerung der Dreiecksseite .4 V trage man A F = A J und 
F G = V Z ab. Z ist der Durchschnitt des eingeschriebenen Kreises und der 
Senkrechten V J. Ferner sei GH—2AC gemacht. Dann ist der Halbir- 
ungspunkt B der Strecke H V der Berührungspunkt des gesuchten dritten 
Kreises und der Seite A V des gegebenen Dreiecks. 

2. Das gegebene Dreieck sei gleichseitig (Taf. III. Fig. 4.). 

Bedeutet wieder C den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises und J 
den Durchschnitt von VC, AB, so mache man der Strecke JA die Länge 
J S gleich und beschreibe aus C mit äem Radius C S einen Kreis , der A (.' 
und B C in K und 0 trifft. 

S, K, 0 sind dann die Mittelpunkte der drei gesuchten Kreise. — 

Zum Schlüsse will ich noch anführen, wie sich Bidone. Professor an 
der Akademie zu Turin, über die Malfatti 'sehe Lösung an Gergonne und 
Lavornede (Annales de MatWmatiques. Tome II. pag. 60) erklärt hat: 

„Tel est le precis de la solution de M. Malfatti, qu’il dit avoir converti 
en un th<$oreme, comrue on le voit par ses procedes, pour la präsenter sous une 
forme plus simple, et pour ne pas etre oblige d’exposer le nombre de calculs 
qu’il a sans doute dü faire pour arriver ä cette construction , en cherchant ä 
resoudre directement le probleme. M. Malfatti n’indique nullement la trace 
qu’il a suivie pour parvenir aux valeurs des inconnues, et Fon peut dire que 
son memoire est tout renferme dans ce precis, ii quelques developpements pres.“ 
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I. Abschnitt. 

§. i. 

fiergoime mul Lavernede. — Tedenat. 

Ohne die Malfatti’sche Auflösung zu kennen, suchten Gergonne und 
Lavernede eine selbstständige Lösung des Problems. Im ersten Bande der 
Annales de Math<?matiques, Seite 343, sagen sie darüber Folgendes : 

„II y a plus de dix ans que ce difficile probleme s’est offert, pour la 
premiere fois, aux r^dacteurs de ce receuil; mais, bien qu’ils l’aient attaque 
un grand nombre de fois, ils n’ont pu, pendant long-temps parvenir ä le resoudre, 
ni meme ä s’assurer s’il 4tait rösoluble par la ligne droite et Je cercle. Aussi 
n’auraient — ils pas songö ä le proposer dans les Annales, s’ils n’y avaient 
ete invitös par un de leurs abannös. — 

Ils avaient lieu de penser que le geometre qui les avait sollieite a appeler 
sur ce probleme l’attention de leurs lecteurs, se chargerait lui-meme de le 
resoudre, au cas qu’il n’en vint aucune solution d’autre part ; mais ayant long- 
temps et vainement attendu, ils ont cru devoir faire encore de nouvelles ten- 
tatives, et plus heureux cette fois que les pröcddentes, ils sont parvenus, sinon 
ü trouver une construction du probleme, du moins ä l’abaisser au premier degre, 
et ä reduire sa resolution arithmetique k un calcul assez simple.“ 

Die Auflösung ist nun folgende (Taf. III. Fig. 1) : 

Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise liegen unstreitig in den Halbir- 
ungslinien der Winkel des Dreiecks. Sind nun M, t , tu die Berührungspunkte 
des eingeschriebenen Kreises mit den Seiten des Dreiecks, und setzt man 
At = Ati = n, B t — B M — k, C t\ = CM — »», so ist 
BM:r = BJ:OJ, d. h. 

K:r — BJ:y, mithin 



r 


Ebenso bat man 

CJ X = — . 
r 

Ferner ist 

JJ\ — V(.y + e ) 2 — (y = 2 Vy*- 
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Da mm 


A 


B J CJ\ -(- JJ\ = B C — a, so bat man 

+ 2 V y z = u, mitbin 

i k y -f m z -f- 2 r "\f y e = a r. Eben so ist 

'! m z -f- n x 4- 2> Vxz = b r. 

' n r. 4- }: */ 4- 9 r Vx U — i 


B 


L 


n a: + t y -f 2 r V xy = er. 

Um aus diesen Gleichungen die Werthe von x, y, s zu entwickeln, setze 
man : z — yu 2 ,x — yv 2 . 

Dadurch verwandeln sich die Gleichungen (.4) in folgende: 
y (k -f* m u- -f 2 r u) = ar. ' 
y (in u 2 -f- u v 2 -f- 2 r u v) = b r. 

I y (n v 2 -{- k -j* 2 r v) = c r. 

Die zweite dieser Gleichungen gibt: 

* _ 6 r 

y vi n 2 4* n ? ' 2 4* 2 r u v ' 

Snbstituirt man diesen Werth in die erste und dritte, so erhält man: 
b (k 4- m u 2 4- 2 r «) = a (in u 2 4- n v 2 2ru t’) 
b (n v 2 4- k -4* 2 r t’) ~ c (m u 2 4- « v 2 -\- 2r u v). 

Es handelt sich also zunächst darum, aus den Gleichungen (C) die Werthe 
von u und v zu bestimmen. Zu dem Ende multiplizire man die erste Gleich- 
ung mit c k n, die zweite mit « k in, so hat man 

bc kn (k 4- m u 2 2 r u) — a c k n (tn u 2 4- u v 2 4* 2 r u v ) 
abk m (n v 2 4- k 4- 2 r v ) = ackm(m u 2 4- « v 2 4“ 2ru t), 

oder auch 

(o — b)ck m ti u 2 -(- a c k n 2 v 2 4- 2ack nruv — benk 2 ~\~2b c k n r u 
(c — h )a km n v 2 4- ackm 2 u 2 4- 2 acktnruv — abmk 2 4- 2 abkmrr. 
Nun ist, wenn wieder s den halben Umfang des Dreiecks bezeichnet: 
n — s — «, 1c — s — b, m — s — c. 


]) 


Ferner ist 


A ABC — Vs (s —a)(s — b) (s — c). 
k in n = (s — u)(s — • b) (s — c) == r 2 s . 


b — 


u(s — 6) — b (s — a ) u k — bn 


c(s — 6) — b(s — c) _ ’ck — b in 


b = 
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Berücksichtigt man diese Relationen, so verwandeln sich die Gleichungen 
(7>) in folgende: 

(« k — b n) c r 2 m 2 -\-achii i 'V--\-2aclcnruv — bcn k~ -f 2bcknru 
(ck — b m)ar 2 r 2 + ackm- u~ -\-2ackmruv = abmk 2 -\-2ab k mrr 
und mit Versetzung einiger Glieder: 

ack (r 2 w 2 -f~ M 2 t’ 2 4- 2nruv) = bcn (r 2 n 2 4" A 2 + 2kru) 
ach (r 2 t ,2 4- »k 2 m 2 4- 2»ir«v) = ab in (r 2 1 2 4- A 2 4~ 2 Art’), d. h.: 

F | ad:(r!i 4 = 6 cn(r« 4 -A ) 2 

t ack (rt> 4- »»») 2 = <*6w» (rr 4" A) 2 . 


Setzt man nun wieder AS = e, BS — f, CS = g und nennt die Mittelpunkte 
der das Dreieck ABC von Aussen tangirenden Kreise S i, So, 8:\, so ist 

AB.AC = AS. AS U d. h. 
bc = e . ^4S|. 

Ferner hat man 

ez n = ASi:«, mithin 


v 


e.s 

ASt 


Hieraus folgt 

bcn = e 2 .s, und eben so ist 
ack = p.s * 

fi 6 m — r/ 2 . s. 

Die Substitutionen dieser Werth e in (E) machen jede Seite dieser Gleichungen 
zu vollständigen Quadraten, d. h. es ist 

/2(r« + nv ) 2 = e 2 (ru 4- A) 2 
p (rv 4- »m «) 2 = 17 2 f rr 4- A) 2 . 

Mithin ist 


y f/O’tt + »»«) = «(♦ « + A) 

\/(ro 4 ; mu) = </ (er 4- A). 

Hieraus folgt weiter 

(/ — e)ru4'/ ,,t ’ = cA 
/mu 4- (/ - </) r« — yk und 


Ü 


= /</ n — {f-g)re 

‘ p m n — (/ — e ) (/— f/) r 2 
_ _ fmt — (f— e )gr 

~ f'tnn — (/ — c) (/ — jr)r 2 




Digitized by Google 



10 


Da ferner 


so ist 


ack ahm 

f 2 = - — , <r = - — , kmn — r 2 s, 

S s 


f 2 in ii — acr 2 , /2 < 7 2 = 


a 2 bckm 


„ u 2 bcn . kmn „ 

j 2 g 2 n 2 = - j = « 2 <j2 r 2, 


mithin 


f gn = aer. Ebenso 
/em = c</»\ 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen ( G ), so verwandeln sicli dieselben 
in folgende: 

! k e a — / -f- 9 

" - r ' ac - (J—e) (f-^ g) 

_ kg c -J- e -r- / 

v —■ »■ ar — (f — g) (7 — «) 

Demnach ist 

w „2 - w , * 2 i 2 « -/+.7 y 

• - r 2 • \ac-(f-e){f-g)) 

j ,. r 2 »k2y 2 ( c-f-e — / y 

»•2 \«c — (/— e) (/ — g)) 

2 r uv — U2eg C "-/+g) C c + fi ~/) 

» 2 (« c — (/ -- c) (f—gyf 

Es ist aber, wie schon vorher gezeigt wurde 

»»A = — , c 2 = mithin 

M S 

mk 2 e 2 = kr 2 bc. Eben so ist 

nk 2 g 2 = kr 2 ab und 

, ab 2 c.tnti 
ei gt = — mithin 

s 2 

k 2 e 2 y 2 = a _ ci - k ™ u ' : b2 = y 2 r 2 b 2 , folglich 
keg = frb. 
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Die Substitution dieser Werthe ergiebt 

( « — /+ y 

\u 


K 


y 


Da nun 
so erhält man 


n v- = kab ( -) 

\ac — (/ — e) (/— £/)/ 

2r,.,.= 2t/t <°-^+/ ) - fe i -/ -=- £ 

(ac— (/— e) (/-<?))* 
br 


y — 


in u 2 -f - n t' 2 -f 2 r u r ’ 


r (ac — (/-«)(/— <7))* 

() 9 ~ k' c(a -f + g)i + a (c + c -/) 2 + 2/(o -/+ g) (c + e - /)’ 
Anstatt diesen bei weitem weniger einfachen Ausdruck, als der für den- 
selben Radius gefundene Werth vonMalfatti, zu vereinfachen, zogen es Ger- 
gonne uud Lavernede vor, aus den Malfatti’schen Ausdrücken für die 
Halbmesser die ursprünglichen Gleichungen herzuleiten, die wir oben mit (A) 
bezeichnet haben, eine Deduktion, die wir hier übergehen können. 

Adams*) hat versucht, dem Ausdrucke (L) eine einfachere Gestalt zu 
geben und ihn mehr der geometrischen Konstruktion anzupassen, wobei er 
häufig Gelegenheit nimmt, auf seine Schrift: „Die merk würdigsten Eigen- 
schaften des geradlinigen Dreiecks (Winterthur. 1846)“ hinzuweisen. 

Ist A! der Radius des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises und sind 
91, 91i, 912, 913 die Radien der in das Dreieck S i S% S 3 eingeschriebenen 
Kreise, so sind die von Adams vereinfachten Ausdrücke der Ge r gönn e- 
La vernede’schen: 


_ r 2 91,* 

X ~ 2 in' R(s + r — e-f/+</) 
r 2 9l 2 * 

9 ~ 2 k‘~RX S + r + e + g-f) 

„ = 91;, 1 

~ 2m‘ R\s + r + e -f / — g) ’ 


*) Das Mal fatti’ s ehe Problem, neu gelöst. Winterthur 1846. Seite ü. Eino 
Arbeit, der ich mehrere historische Daten verdanke und der wir später wieder begegnen 
werden. Die andere Abhandlung desselben Verfassers (Programm der Gewerbeschule zu 
Winterthur. 1818) konnte ich leider nicht einsehen; nur so viel ist mir bekannt, dass 
Adams in ihr eine Lösung auf algobraisch-geometrischom Wege entwickelt. 

‘ 2 * 
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welche den Vorzug einer leichteren Konstruirbarkeit besitzen und iiberdiess 
mit den von Malfatti angegebenen Werthen viel Aehnlichkeit haben. 

Setzt man in Fig. 5. (Taf. HE.) 

AS = e, BS —f, CS = y, AN — n, BN = k, CM = n, 

SN = SMs=SK=r = dem Radius des eingeschriebenen Kreises, 

so sind 


wobei 




P = 


5 ( = 


v = 


e -f- r — n 
2 

/ 4 * r — * 
2 

</ + *■- tu 
o 


ist, die von Tedenat*) gefundenen Werthe für die Halbmesser der drei ge- 
suchten Kreise. 


§• 2 . 

Lehmus, l'relle, firmiert, Scheffler, Schell hach, Cayley, Zorer. 

Nächst Malfatti gelang zunächst Lehmus die direkte Lösung des vor- 
liegenden Problems, die sich in dem Anhänge zum zweiten Iland seines Lehr- 
buches der Geometrie, Berlin 1820, findet. 

Im Ganzen übereinstimmend damit und nur theilweise davon abweichend 
ist die Auflösung von Cr eile, welche er in seiner „Sammlung mathema- 
tischer Aufsätze und Bemerkungen (Berlin 1821)“, die auch Repro- 
duktionen der Arbeiten der im vorigen (§.) genannten französischen Mathema- 
tiker enthält, bekannt machte, der überhaupt historische und literarische 
Nachweisungen beigegeben sind. Die Auflösungen geschehen mit Anwendung 
trigonometrischer Funktionen. , 

Auf den Seiten 29— 36 des ersten Bandes der Supplemente zu Klügels 
Wörterbuch hat Grunert eine Lösung mitgetheilt, die wir hier in Kürze 
wiedergeben wollen. 

*) Annnles de Mathematiqucs. Tome II. pug. 105—70. 
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Bezeichnen wir die Winkel des Dreiecks AB C (Taf. III. Fig. 1.) mit 
a, ß, y und setzen den Radius des eingeschriebenen Kreises = 1, so ist 

BJ = y cotg g ß, CJ\ = s cotg * y, 

OOi = y + - ? , JJi — Y (y+ -(y — z)' 1 — 2 Vyz, 

BM = cotg \ ß, CM = cotg * y, mithin 

u u 

y cotg /? + * cotg 2 /+ 2 VP = cotg J ß -f cotg * y = «• 

Eben so 

xeotg I a -f y cotg ^ß + ‘2 Vxy = cotg + cotg ^ß = t- 

■ccotg ~ a -f- * cotg ~ y 2^x z = cotg - « + cotg * y = b. 

Ferner ist 

1 , l a 1 

c = cosec a, J = cosec ß, y = cosec _ y. 

Ct & 

Hieraus folgt denn, nach gehöriger Entwicklung: 

*=2 tg 2 “ 1 + c ~f~S) 

* = 2 y-C*— i + iZ-c— /), 

welche Formeln mit den von Malfatti gegebenen gänzlich übereinstimmen. 

Wir kommen nun zu der trigonometrischen Auflösung von Scheffler*), 
deren Publikation ihrem Verfasser aus dem Grunde gerechtfertigt erscheint, 
weil ihm zu der Zeit, als er seine Lösung fand, die übrigens im Wesentlichen 
mit der Grunert 'sehen übereinstimmt, Nichts von der Existenz. früherer be- 
kannt war. 

Bedeuten 2 a, 2 ß, 2 y die Winkel und a, b, c die diesen gegenüberlie- 
genden Seiten des Dreiecks ABC (Taf. III. Fig. 7.), so findet Scheffler für 
die Grössen der Radien der drei gesuchten Kreise die folgenden Werthe: 

*) Urunert’s Archiv der Matlicmntik und Pliyiik. ll>. Band. Seite 421. 
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ß . y « 
sin ' sin ir cos -• 


cos 


«-M 


cos 


« + y 


= 2a V 2 


g — 2bV'2 


= 2 c V'2. 


cos a . cos 


ß + y 


« . 

sm - sin 


y ß 
2 008 2 


cos 


2 

a + ß 

2 


cos 


ß-Vv 


sm 


a 4- y 
cos ß . cos — — - 


. ß y « -f y 

Sin ~r COS 'r . COS — 

y w y 


COS 


/*+ y 


cos y . cos 


« + /* 


Setzt man zur Abkürzung p, q, r für die Längen AD, BD, CD, sowie 
e,f,g für AM = AN, B N = B L, CL — CM — D Mittelpunkt des einge- 
schriebenen Kreises, DL—DM—DN—h Perpendikel von D aus auf die 
Seiten des gegebenen Dreiecks — , so konstruirt, Scheffler, wenn / irgend 
eine beliebige Länge bezeichnet, nach dem Formelsystem 


drei solche Linien, wie 


J» + « i 9-+-/ ; r + !> 

V • M - . L • 


l. 


p + h <2 + h ■ ■’ r + A 
welche den gesuchten Radien proportional sind, was endlich zu einer Konstruk- 
tion der vorgelegten Aufgabe führt, die hier Platz finden soll. 

Macht man (Taf. III. Fig. (3.) auf dem einen Schenkel eines beliebigen 
Winkels 

OP, 0 Q, OB resp. = p -j- h, q -f- h, r -f- /», 
auf dem anderen 

0 E, OF, 0 G resp. = p + c, q -f /, r + g, 
zieht PE, Q F, Ii G und durch einen beliebigen Punkt L des ersten Schen- 
kels (wofür 0 L = 1 wird) die Geraden L X, LY, LZ resp. parallel P E, 
Q F, 11 G, so besitzen die Strecken Ö X, OY, 0 Z die verlangte Eigenschaft, 
indem man hat 

x:y:z = OX:OY:OZ. 

Beschreibt man nun mit den Radien 0 X, OY,OZ drei sich gegenseitig 
berührende Kreise, legt um dieselben nach Taf. 111. Fig. 7. die gemeinschaft- 
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liehen Taugenten, so bilden die letzteren ein Dreieck A B‘ C‘, welches dem 
gegebenen ABC ähnlich ist. Zieht man dann, wenn E\ F\ G‘ die Mittel- 
punkte der verzeichneten Kreise sind, durch A und F die Gerade A F und 
durch A und G' die Gerade A G , so werden F und G die Mittelpunkte 
zweier gesuchten Kreise. Den Mittelpunkt E des dritten Kreises liefert eine 
durch G mit G‘ E‘ parallel gezogene Linie G E. 

Eine sich durch grosse Eleganz auszeichuende, ebenfalls trigonometrische 
Lösung hat Schellbaeh im 45. Bande des Crelle’schen Journals (Seite 
91—92) geliefert, die wir im Nachstehenden unverkürzt folgen lassen.*) 

Man bezeichne die Seiten des gegebenen Dreiecks ABC (Taf. III. Fig. 8.) 
durch a, b, c und nenne die halbe Summe derselben s, bestimme dann drei 
Winkel cp, y, J/b deren halbe Summe a sein mag, durch die Gleichungen 
a = s. sin 2 cp, b — s. sin 2 y > c = s. sin 2 1 p. 

Dann finden sich die Entfernungen x, y, e der Berührungspunkte der drei 
gesuchten Kreise von den ihnen anliegenden Ecken A, B, C des gegebenen 
Dreiecks durch die Gleichungen 

x = s . sin 2 (a — cp\ y = s. sin 2 (ff — x), z — s . sin 2 (ff — t/t). 

Von der Richtigkeit dieser Gleichungen überzeugt man sich leicht auf 
folgende Weise: Sind K und L die Mittelpunkte der beiden Kreise, welche 
beide die Seite B Q— a in den Punkten H und M berühren, so ist B M — y, 
CH=z. Bezeichnet man nun die Winkel A, B, C des Dreiecks, entsprechend, 
durch a,ß,y, so sind 

LM = y tg * ß und Ä ' H = z tg 1 y 
die Halbmesser dieser Kreise. Da nun 

KL — ytg~ß-+-ztg l y und HM=a — y — z 
ist, so hat man 

(ytg y) 2 — (« - y -e) 2 + 0? tg ^ r — y tg * ßf, 
oder l/ll 

y + * + y ^ tg - /y . tg - y = «. 

*) Die Sch el Ib ac h 'sehe .Sammlung und Auflßsung mathematischer 
Aufgaben (Berlin 1SG3) 1 * soll gleichfalls eine trigonometrische Bearbeitung des Problems 
enthalten. Zu meinem Bedauern war mir das Buch nicht zugänglich. Nach Andeutungen, 
die mir Ober diese Arbeit gemacht wurden, scheinen mir beide Aufsätze identisch zu sein. 
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Es ist aber 

, l j l/(s — oj(s — f ) i i 1 l/"(s — u)(s — b) 

‘*2 ß = V. ,(/-n Ul "‘ tg 2 ), = V — ' 


also 


Setzt mau folglich 


, 1 a . 1 , a 

tg 9 ß • tg 0 y = 1 - - . 


1 — = cos 2 r/>, also a = ssin 2 y>, 

so verwandelt sich die obige Gleichung in 

y z 2 \y z . cos (p = s sin 2 y , 
und solcher Gleichungen erhält man noch zwei, nemlich 


z -f- x -j- 2 Vxz . cos* = »sin 2 *, 
y+x+2Vx y . cos xfj — s sin 2 ifi. 

Die Lösung dieser drei Gleichungen gelingt auf die Weise, dass man sich in 
einem Kreise, dessen Durchmesser 1 ist, ein Dreieck mit den Winkeln 


o — x, o — ff, o — tp 
vorstellt , dessen Seiten also 

sin (ir — *), sin (ff — </>) , sin (ff — if>]) 
sind. Dieses Dreieck giebt die identische Gleichung 

sin 2 (ff — *) + sin 2 ( a — »/')-{- 2 sin (<j — % ) sin ( a — i p) cos y = sin 2 q>. 
Solcher Gleichungen erhält man noch zwei für sin 2 * und sin 2 i}>, und die drei 
Gleichungen führen unmittelbar zu der gegebenen Lösung der Aufgabe. 

Die Konstruktion der Berührungspunkte der gesuchten Kreise mit den 
Seiten des Dreiecks ist hiernach so auszuführen, dass man über CF = s einen 
Halbkreis beschreibt, auf der Seite BC — a die'Seiten c = CI) und b = CE 
abträgt und in der Peripherie des Halbkreises die Punkte D', E', B’ senkrecht 
über 1 ), E, B bestimmt, wodurch man die Bogen 

CB ’ = 2 q>, CE' = 2 *, CI)' = 2 if> 
erhält. Macht man dann B' G — D' E' und halbirt den Bogen CG in 11\ 
so trifft das Lotli H' H den Berührungspunkt H des Kreises K und der Seite 
BC. Ebeu so leicht ergeben sich mit Hilfe der Punkte D\ E’. B' die Grössen 
von x und y. 
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Bei meinem Referate über die (Jayley’sche Arbeit muss ich mich auf 
nicht viel mehr als eine blosse Titelangabe derselben beschränken, da es mir 
unmöglich war, den Band des Journals, in dem Cayley sie veröffentlicht 
hat, zu erhalten. 

Der Verfasser führt nemlieh bei Gelegenheit der Behandlung einer der 
Malfatti’ sehen Aufgabe in der Ebene ähnlichen aus der Geometrie des 
Raumes (siehe das Schlusskapitel des zweiten Abschnittes) die Lösung dieser 
letzteren auf ein System von drei Gleichungen zurück, von dem er, nachdem 
damit bestimmte Vereinfachungen vorgenommen worden waren, sagt: „ — which 
(equations) are equivalent to the equations discussed in my paper „ „0 n a 
System of Equations connected with Malfatti' s Problem and on 
auother Algebraical System (Cambridge and Dublin Mathematical Jour- 
nal, t. IV. p. 270);““ the solutiou might have been effected by the direct 
method, which I shall here adopt, of eliminating any one of the variables 
between the two equations into which it enters, and combiniug the result with 
the third equation.“ 

Von Zorer endlich wurde in dem Programm des Gymnasiums zu 
Eli wangeu (Tübingen 1870) die neueste trigonometrische Bearbeitung der 
Malfatti’ sehen Aufgabe gegeben. 

Nachdem Zorer den Mittelpunkt 0 (Taf. IV. Fig. 1.) des dem gegebenen 
Dreieck A B C eingeschriebenen Kreises bestimmt hat, schreibt er in die Dreiecke 
A 0 B, B OC, AO C Kreise mit den Mittelpunkten a, ß, y ein, die in iv, w\ w“ 
die Seiten des gegebenen Dreiecks berühren, fällt von O aus die Lothe 0 /., 
OM, 0 N auf die Seiten B C, A C , A B und theilt so, im Vereine mit den 
Geraden A 0, BO, CO, das gegebene Dreieck in sechs neue, in deren jedes 
er einen Kreis einschreibt. 

Je zwei dieser letzteren Kreise, nemlieh innerhalb eines der Winkelräume 
A,B,C gelegene, werden sich in je einem und demselben Punkte E,E',E" 
auf C 0, resp. B 0, A 0 berühreu. 

Setzt man nun OE — e , OE' = e‘, 0 E‘‘ = e" und trägt von den Grössen 
e, c', e' 1 die eine, e, von w “ aus nach beiden Seiten hin auf der Geraden A B 
ab, so w erden hierdurch die Punkte F, G und, wenn man in diesen Senkrechte 
auf A B errichtet, die Mittelpunkte a, b zweier der drei gesuchten Kreise 
gefunden. 

ln ähnlicher Weise kann man natürlich auch e' von tc‘, oder c" von w 
aus auftragen, d. h. die paarweise Bestimmung von (f,c),(b,c) vornehmen. 

3 
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Aus dem von Zorer beigebrachten Beweise seiner Lösung ergeben sich 
für die Grössen q, p', q" der Radien der drei gesuchten Kreise die Ausdrücke : 

n + y 


q = r. sm — - 


, . n 

q = r. sin -v 
4 


« . it 4 - s 

cos-r- sin — • sm . , 

n 4 4 4 e' e‘‘ 


ß y . n + a 

cos ‘ • cos . * sin — i — 

4 4 4 


cos • 


. 7r-j-y . n 4- a 
sm- — !— • sm — ' — 

4 4 


ee' 


cos ■ 


cos 


a 


sm 


IT 


+ ß 


e‘ 


q" = r. sin 


n 


y 

cos 

4 


sin 


IT -(- « 


sm- 




ee' 


a ß . n 4- y 
cos T • cos - • sm , 

4 4 4 


wobei a, ß, y die Winkel des Dreiecks ABC bedeuten, und r — 0 L — OM 
= 0 N ist. 


Aus dem nun Folgenden der Abhandlung kann man sich eine Art Beweis 
für die Richtigkeit derjenigen Konstruktion bilden, welche im nächsten Ab- 
schnitte Gegenstand ausführlicher Erörterungen sein wird. 


il. Abschnitt. 

§• i. . 

Steiners Lösung der Malfatti’sclien Aufgabe. 

Im ersten Bande des Journals von Grelle hat Steiner eine Konstruktion 
sowohl der ursprünglich Malfatti’schen Aufgabe, als auch einer, ihm selbst 
eigenthümlichen, Verallgemeinerung derselben, in welcher an die Stellen der drei 
Geraden drei beliebige Kreise treten, mitgetheilt , jedoch ohne irgend einen 
Beweis seiner Lösungen, die, wie es die Absicht Steiner’s war, nur dazu 
dienen sollten, die Fruchtbarkeit vorausgeschickter Lehrsätze über Potenzen von 
Punkten in Bezug auf Kreise in einerlei Ebene, Aehnlichkeitspunkte und Aehn- 
lichkeitslinien darzuthun. 

Wir geben hier zunächst die Konstruktion des einfacheren Falles, oder der 
M a 1 f a 1 1 i’schen Aufgabe. 
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Ist ABC (Taf. I.) ein beliebiges geradliniges Dreieck, so schreibe man, 
wenn 0 den Mittelpunkt des demselben eingeschriebenen Kreises bedeutet, in 
die Dreiecke AO B, AOC, BOC Kreise mit den Mittelpunkten a, ß, y ein, 
welche die Seiten von ABC in w, w\ w“ berühren, und ziehe hierauf in dem- 
selben Sinne, in welchem die Berührungen der Geraden A 0, BO , CO mit 
diesen Kreisen vor sich gehen, also die inneren Tangenten von w aus an den 
Kreis y*), von w‘ aus an den Kreis a und von tc“ aus an den Kreis ß. 

A 1 , B\ C' sind die Durchschnitte dieser Tangenten mit den Dreiecksseiten, 
S, S\ S“ die Schnittpunkte der Geraden (A 0, ß y), (B 0 , « y), ( C 0, a ß). 

Beschreibt man jetzt die Kreise a, b, c so, dass a die Geraden A C, A B, 
w“ B\ b die Geraden A B, C B, w C und endlich c die Seiten AC, CB und 
die Tangenten w‘ A' berührt, so sind diese die drei gesuchten, welche sich 
selbst in x, y, s und die Seiten von ABC in v, v \ «, v", u" berühren. 

Seiner Lösung hat Steiner noch das Nachstehende über die Zahl der 
möglichen Auflösungen beigefügt: 

„Die Aufgabe lässt keineswegs blos eine Auflösung zu. Es können viel- 
mehr die drei gesuchten Kreise auch ausserhalb des gegebenen Dreiecks liegen 
und dessen verlängerte Seiten berühren, also z. B. über der Seite BC im 
Raume 0', oder über der Seite CA im Raume 0 ‘! , oder über der Seite AB 
im Raume 0'". — Jeder der vier Punkte 0, 0', 0", 0‘“, z. B. der Punkt 0, 
bildet mit den Eckpunkten des gegebenen Dreiecks die drei Dreiecke AOB, 
BOC , GOA. Die drei Seiten eines jeden dieser Dreiecke können von vier 
bestimmten Kreisen berührt werden, so dass also zu diesen drei Dreiecken 
zwölf bestimmte Kreise gehören. Es scheinen, mittelst dieser zwölf Kreise, 
nach Art der vorstehenden Auflösung wenigstens acht verschiedene Auflösungen 
möglich zu sein. Und da ein Gleiches in Bezug auf jeden der drei übrigen 
Kreise Statt findet, so lässt die Aufgabe wenigstens 32 verschiedene Lösungen 
zu, welche alle der obigen Auflösung ähnlich sind.“ 

Im zweiten (§.) werde ich auf diese Bemerkung Steiner’s wieder zurück- 
kommen. 

Eine Vermuthung in Bezug auf die Betrachtungen, dureh welche Steiner 
zu seiner Lösung gelangt sein könnte, enthalten die „Betrachtungen über 


*) Der Abkürzung halber mögen die Kreise und ihre Mittelpunkte durch dieselben 
Huchstaben bezeichnet sein. 


3 * 
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verschiedene Gegenstände der neueren Geometrie“*) von Anger, 
der sich im zweiten Hefte, Seite 25 folgendermaassen äussert: 

„Nimmt man das Dreieck (Taf. IV. Fig. 2.) gleichseitig an, so ergiebt 
sieh für diesen partiellen Fall sogleich folgende Lösung: 

Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch die Geraden 
A S, BS, CS, welche sich bekanntlich in einem und demselben Punkte S 
schneiden. Diese Geraden mögen nach der Keihe die drei Seiten in den 
Punkten D, E, F treffen, dann entstehen die drei congruenten Vierecke B ESI), 
AFSF, CDSF, in welchen zwei gegenüberliegende Winkel, z. B. A E S 
und AFS rechte sind. In solche Vierecke lässt sich bekanntlich immer ein 
Kreis einschreiben *), und wenn wir dieses z. B. beim Vierecke AESE' thun. 
so ist der in dasselbe beschriebene Kreis offenbar einer der drei verlangten 
Kreise, und die beiden übrigen ergeben sich von selbst, ganz auf dieselbe 
Weise. Beschreibt man nun in die Dreiecke ASB und ASC die Kreise c\ 
und ln, welche die Seiten AB und AC resp. in den Punkten E und F be- 
rühren, so ist CE eine die beiden Kreise a und ln Berührende; auch ist klar, 
dass der Kreis a als dem Dreieck AEC eingeschrieben betrachtet werden kann. 

Projicirt man nun dieses Gebilde perspektivisch, so kann man dadurch 
das Dreieck ABC als ein beliebiges unregelmässiges, den Kreis a, sowie die 
Kreise ci und b\ als Ellipsen erscheinen lassen, und zugleich wird die Gerade 
CE in der Projektion immer diejenigen beiden Ellipsen berühren, weiche die 
Projektionen der Kreise a und bi sind, so dass diejenige Ellipse, welche die 
Projektion des Kreises a ist, einem Dreieck eingeschrieben bleibt, welches als 
Projektion des Dreiecks AEC erscheint. 

Wenn es demnach möglich ist, bei dem Dreiecke im Allgemeinen die- 
jenigen Kreise zu bestimmen, welche beim gleichseitigen Dreiecke den Kreisen 
ci uud ln entsprechen, so wird man nur durch den Berührungspunkt, welcher 
dem Berührungspunkte E entspricht, an den dem Kreise bi entsprechenden 
Kreis eine Beriihrungslinie zu ziehen haben , um ein Dreieck zu erhalten. 


*) Erschienen zu Danzig in zwoi Heften 1839 — 41. 

**( Auf diesen Irrthum Anger’s hat bereits Adams. (Das M alf n t ti ‘ sehe Problem, 
neu gelöst. Seite 14.) mit den Worten aufmerksam gemacht: „Xicht in alle Vierecke, in wel- 
chen zwei gegenüberliegende Winkel rechte sind, ISsst sich ein Kreis einschreiben, wohl 
aber in solche Vierecke, in welchen die Summe von zwei gegenüberliegenden Seiten gleich 
i,t der Summe der beiden anderen Seiten. Letzteres ist auch hier wirklich der Full.“ 
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welches einem der gesuchten drei Kreise umschrieben ist, indem mau auch 
den Kreis als Ellipse betrachten kann. 

Es kommt nun zunächst darauf an, für das Dreieck im Allgemeinen 
(Taf. I.) denjenigen Punkt 0 zu bestimmen, welcher dem Punkte S (Taf. IV. 
Fig. 2.) entspricht, ohne jedoch die Projektion desselben zu sein. — l?ür diesen 
Punkt bietet sich nun aber (Taf. I.) derjenige dar, in welchem die drei Hal- 
birungslinien der Winkel sich treffen, wenigstens ist dieser Punkt für das 
Dreieck im Allgemeinen dem Punkt S für gleichseitige Dreiecke analog. Be- 
schreibt man demnach in die Dreiecke AOC und BOC die Kreise ß und a 
und hält den Berührungspunkt w‘ fest, so entspricht derselbe dem Berührungs- 
punkt E (Taf. IV. Fig. 2.), und insoferne man die Gerade EC nur als Be- 
rührende der Kreise a und b\ festhält, bietet sich von selbst der Gedanke 
dar, durch tu' (Taf. I.) an den Kreis « die Tangente W A‘ zu legen, und sich 
dadurch ein Dreieck Cw'A 1 zu verschaffen, welches einem der gesuchten drei 
Kreise umschrieben ist. Freilich muss die Konstruktion, welche man durch 
die vorhergehende Betrachtung nur als wahrscheinlich ermittelt hat, noch direkt 
bewiesen werden, allein man hat sich doch in der That auf dem eingcschla- 
genen Wege vom Speciellen zum Allgemeinen erhoben. — “ 

Ich kann die Bemerkung nicht unterdrücken, dass Steiner wohl schwer- 
lich durch diese Gedankenfolge auf seine elegante Konstruktion geführt worden 
ist, ebenso wenig bin ich, wenigstens im Allgemeinen, unbedingt von 
der Fruchtbarkeit jenes allgemeinen Princips überzeugt, das Anger unmittelbar 
hinter seinen Muthmassungen über das Entstehen der Steiner’schen Lösung 
angiebt, nemlich: 

„Wenn es sich bei einem Satze oder einer Aufgabe um Beziehungen 
zwischen Gebilden irgend einer Art handelt, so suche man die Allgemein- 
heit der Form möglichst zu beschränken, und verschaffe sich dadurch 
neue Gebilde, welche, obgleich sie noch immer zur Gattung der vorlie- 
genden gehören, dennoch viel einfacher sind. An diesen neuen Gebilden 
untersuche man nun entweder die Beziehungen, welche stattfinden, oder 
löse die Aufgabe, welche im 'Allgemeinen gegeben war, so bieten sich 
Sätze und Lösungen dar, welche wir particuläre nennen. Man projiciro 
sodann die einfachen Gebilde perspektivisch und überlege, was die er- 
kannten speciellen Beziehungen jetzt im Allgemeinen herbeiführen, wenn 
zugleich die Allgemeinheit der durch die Projektion erhaltenen neuen 
Gebilde auf erlaubte Weise wieder beschränkt wird. Dadurch wird man 
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von particulären Sätzen oder Lösungen sich zu den vollständigen erheben 
können.“ 

Man braucht durchaus nicht bei synthetisch - geometrischer Behandlungs- 
weise eines Problems die der analytischen Geometrie früher allein eigen- 
thümliche Allgemeinheit anstreben zu wollen, um zu erkennen, dass dieses 
Verfahren nicht immer empfehlenswertk sein wird, ja das Befolgen einer der- 
artigen Methode, wie ich der Ansicht bin, sogar in manchen Fällen leicht zu 
Trugschlüssen verleiten könnte. 


§• 2. 

Die Beweise fiir die Richtigkeit der von Steiner angegebenen Konstruktion. 

Den ersten, aber zugleich auch am wenigsten befriedigenden, Beweis der 
Steiner’schen Lösung gab Zornow*), der darauf hinausgeht, zu zeigen, dass 
die von a (Taf. I.) an den Kreis y gelegte Tangente mit der Halbirungslinie 
des Winkels A zusammenfällt. 

Adams**) vermeidet diesen indirekten Weg, indem er direkt zu beweisen 
sucht, dass der Kreis y in das Dreieck AOB eingeschrieben ist. Er ent- 
wickelt, eben so wie Zornow, auf algebraisch-geometrischem Wege 
die folgendo Beweisführung: 

Es seien a, b, c (Taf. IV. Fig. 3.) die gesuchten drei Kreise, a, ß, y, ihre 
Radien, PA\, PBi,PC\ die je zweien zugehörigen Potenzlinien, so ist P 
zugleich der Mittelpunkt des dem Dreieck abc eingeschriebenen Kreises. 
Setzen wir den halben Umfang dieses Dreiecks = a, sowie den Radius des 
ihm einbeschriebenen Kreises = q, so ist 
a = <* + ß + y 
o — ab — y 
a — ae — ß 
a — bc = a und 

A abc _ "l / aß y 

g V a -f ß -f- y 

Man fälle nun von den Mittelpunkten a, b,c auf die Seiten des ursprünglichen 
Dreiecks die Senkrechten ad, ad\, bf,bf \ , cg, cg\ und halbire die Winkel 

*) Demonstration de In Solution du probl^me de Malfatti donneo par M. Steiner 
(Crelle 's Journal X. Bd. Seite 300). 

**) Das Malfatti’schc Problem, neu gelöst. 'Winterthur 1816. Seite 16. 
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ubfi, acgi, bcd\, so erhält man die Mittelpunkte « 1 , bi, cj dreier neuen Kreise, 
welche einzeln je eine Seite des ursprünglichen Dreiecks und ausserdem je zwei 
der drei oben konstruirten Potenzlinien PAx , PB j, PC\ berühren. — Die Be- 
rührungspunkte dieser Kreise mit den Seiten des Dreiecks seien A\ , Bi, Cu 
ferner seien ntj , v\ die Berührungspunkte des Kreises a\ mit den Potenzlinien 
PCi und PB\, so ist 

A\f\ = mm i 
Aig = n «i . 

Aber 

»imi = P»n-(-Pwi, 

»i «i = P « -f- Pm , 

ferner 

Pm = Pn , P*«i = P« i, daher auch 
mm\ = nn\ und 
A\f\ = A\g, d. h. 

die Berührungspunkte Ai, B\, C\ der Kreise a\,b\,c\ fallen zusammen mit den 
Fusspunkten A\, B\, C\ der Potenzlinien. Da nun ferner die Geraden A\ b 
und Ai c auf einander senkrecht stehen, so ist 

Aip = A ifi = Aig = Vß.y. Eben so 

Bi n = Bi di = Bi < 7 i = Va .y. 

Ci m = Cid = Cif = Va7ß. 

Die Kreise a\, bi, Ci berühren ferner die Halbirungslinien AS, BS, CS der 
Winkel des ursprünglichen Dreiecks. 

Dieses ergiebt sich auf folgende Weise: 

Zieht man von ai auf B S die Senkrechte ai t und zugleich von b nach 
Ci die Gerade bCi, so ist 

<£Bbfi - f <£/i bai + <^ai = 1800. 

Ferner ist wegen 

= <£Bbf, </i6ai = <«dai, 4-fbCi = ^fabCi 
2<£Bbfi + 2</i6ai -f-2</tCi = 3600, 

mithin 

<£ ai b t = <£ / b Ci , 

d. h. die Dreiecke culb t und Ci b f sind einander ähnlich. 
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Aus dieser Aehnlicbkeit folgt: 

, «1 6 : bt — LC\ : 6 /, mithin auch 

(«i 6)2; (b <)2 = (6 Ci) 2 •• (bfß . 

Nun ist, wenn inan die Kadien der Kreise aj, bt. ct einzeln mit yi 

bezeichnet : 

Ol b) 2 = ({i — ct]) 2 -f- ß y , (6 C’i)2 == ß (a -f ß) , (6/)2 = , folglich 

(ß — «l)‘ + ß Y : (b 0 2 = ° + ß : ß (1) 

Ferner ist wegen Aehnlichkeit der Dreiecke aPm und a\ Pm\: 


am : Pt» = aj mj : Pnn , mithin auch 
« m -{- «l »ii : P m -f- P i»t — a m : P m , d. h. 


« + «i : V ßy — f(: 


ajy 


Hieraus folgt 


+ ß '+ /' 


« 4 - «i = Y « (« + ß + y > . 

«I 2 — a {,1 -f- y — 2 «1 ) (2) 

Die Substitution von (2) in (1) gibt: 

OO* =ß(ß + y- 2 «,). 

Da nun 


(«l b ) 2 = (/? — «;2 -f y = (a f ,i) (ß + y — 2«i ) , 

so hat man 

Ol 6)2 — (6 f ) 2 = ( ff| ()2 = « O + y — 2 «! ) 

= «i 2 ; 


d. h. es ist ai/=ai, oder mit anderen Worten: Der Kreis crj berührt die 
Halbirungslinie B S des Winkels B. Eben so berührt «i die Linie CS, mit- 
hin ist der Kreis a\ dem Dreieck BSC eingeschrieben. Dasselbe gilt für 
die Kreise 6i und ci in Bezug auf die Dreiecke ASC und ASB. Die Stei- 
ne r’sche Konstruktion ist demnach vollständig erwiesen. 

Adams folgert weiter noch, dass die Durchschnitte der Geraden 
0 ci , «i c), (6 ci , 6i c), (6 ai , 6i a) 

in einer Geraden liegen, wobei er aber einen Irrthum begeht; richtig ist da- 
gegen die Bemerkung, dass sich in das Sechseck «ci 6 a\ cb\ immer ein 
Kegelschnitt einsehreiben lässt. 

Auf die Arbeit von Zornow selbst einzugehen, halte ich nach dem, was 
ich oben darüber gesagt, kaum für nöthig. 

Weiter finden wir von PI ücker im IV. Abschnitte seiner anal) tiscli-geo- 
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metrischen Aphorismen (Grelle 's Journal XI. Bd. Seite 117) einen Beweis der 
Steiner’schen Lösung, wenn wir nemlich einräumen, dass die von ihm dort 
angegebene Konstruktion sich wirklich nur unwesentlich von der Steiner’schen 
unterscheide. 

Wir geben diess zwar zu, gestehen aber, dass uns, namentlich beim dritten 
Absätze der von Plücker beigebrachten Lösung, eine sich inniger au die von 
Steiner gegebene Konstruktion anschmiegende Abfassung derselben erwünschter 
gewesen wäre. 

Die Hauptsätze, auf denen dieser Beweis mitberuht, und die dort auch 
höchst einfach elementar abgeleitet werden, sind die folgenden: 

1. „Wenn zwei äussere und eine innere, oder wenn drei innere gemein- 
schaftliche Tangenten je zweier von drei gegebenen Kreisen sich in einem und 
demselben Punkte schneiden, so thun Dasselbe die drei jenen entsprechenden 
Tangenten.“ 

2. „Wenn man von irgend einem Punkte M einer äusseren oder inneren 
gemeinschaftlichen Tangente zweier gegebenen Kreise noch zwei Tangenten 
an dieselben legt, so bilden dieselben mit einer beliebigen der beiden inneren 
oder äusseren gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein Dreieck M P y, 
und ein diesem Dreieck eingeschriebener Kreis berührt die letztbezeiehnete 
innere oder äussere gemeinschaftliche Tangente in demjenigen Punkte -V, in 
welchem dieselbe von derjenigen äusseren oder inneren gemeinschaftlichen Tan- 
gente, auf welcher der Punkt M nicht liegt, geschnitten wird.“ 

Für den besonderen Fall, dass die beiden gegebenen Kreise «, b (Taf. IV. 
Fig. 4.) sich berühren, entsteht aus dem eben angeführten Satze der weitere: 

3. „Wenn man von irgend einem Punkte V der Tangente im Berührungs- 
punkte zweier sich ausserhalb berührender Kreise, a,b, noch zwei Taugenten 
an dieselben legt, so bilden diese Tangenten mit einer beliebigen der beiden 
äusseren gemeinschaftlichen Tangenten derselben Kreise ein Dreieck, dessen 
letztbezeiehnete Seite von dem eingeschriebenen Kreise in ihrem Durchschnitte 
w“ mit der gemeinschaftlichen Tangente im Berührungspunkte berührt wird.“ 

Obwohl Plücker den Cardinalpunkt seines Beweises, dass nemlich die 
zweiten gemeinschaftlichen inneren Tangenten .1 0, BO, CO an die Kreise 
a, ß, y die Winkel A, B, C des gegebenen Dreiecks halbircn, etwas umständlich 
algebraisch -analytisch erledigt hat, so kann man seiner ganzen Lösung doch 
nur den Charakter einer Analyse zugestehen. 

Man überzeugt sich davon leicht, dass die Geraden ir“ B‘ sich 

4 


Digitized by Google 


— 26 — 

in einem Punkte P schneiden müssen. Setzt man dann w P = r, w' P — *•'. 
n" P — r", so ersieht man aus 

r — r‘ — C w — C tv" 
i • — » " = B iv — B xv“ 
r* — r' — Aio' — A xv“, 

dass P als Durchschnitt dreier Hyperbel -Aeste, deren Brennpunkte je zwei 
der drei Punkte w, tv', xv“ sind, aufgefasst werden kann. Auf diese Eigen- 
tümlichkeit hin hat PI Ücker a. g. 0. eine neue Konstruktion der Mal- 
fatti’schen Aufgabe zu gründen gesucht, wobei er die direkte Bestimmung 
des Punktes P (Taf. I.j auf die Konstruktion eines Kreises zurückführt , der 
drei Kreise berührt, deren Mittelpunkte w,iv‘,iv'' sind, und dessen Mittelpunkt 
der gesuchte Punkt P ist. 

Man setze, was erlaubt ist, den Radius des Kreises um w“ gleich Null. 
Die Radien der Kreise um xv und xv 1 sind dann resp. gleich deu Unterschieden 
von B tv“ und Bxv und von A w‘ und A tv 

Eine zweite neue Auflösung macht Plücker von der der folgenden Auf- 
gabe abhängig (Taf. IV. Fig. 5.J : 

„„Wenn ein Dreieck QPM und auf einer Seite PQ desselben irgend 
ein- Punkt R' gegeben ist, zwei solche Kreise zu beschreiben, die ein- 
ander ausserhalb und beide die Seite P(J berühren, deren innere gemein- 
schaftliche Tangente diese Seite in dem gegebenen Punkte R‘ schneidet, und 
deren Mittelpunkte C, C‘ auf den beiden anderen Dreiecksseiten liegen, “ 
und begnügt sich damit, eine einfache Gleichung für die Entfernungs-Bestim- 
mung von R 1 B = R‘ B‘ aufzustellen. 

Ich hatte bereits mehrfach Gelegenheit gefunden, eine Schrift von Adams 
über das Ma lfatti’sche Problem anzuführen. Es enthält nun dieselbe auf 
Seite 20 eine „neue Lösung“ der Aufgabe, d. h. eine durch Rechnung gefundene 
und eben so bewiesene Abänderung der Steiner’ sehen Konstruktion. 

Die von Adams gegebene Konstruktion lautet so: 

„1. Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks A B C (Taf. III. 
Fig. 5.) durch die Geraden A S, B S, C S , so schneiden sich diese in einem 
und demselben Punkt. 

2. Man fälle von S auf die Seiten des Dreiecks die Senkrechten S M, 
S N, S A'. 

3. In das Dreieck B S 0 beschreibe man den Kreis a \ , welcher die B C 
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in Ai berührt, und in das Dreieck ASN den Kreis «•_>. welcher die A S in 
d berührt. 

4. Man trage S d von A\ nach 1) und D\ auf, so dass A\ D — A\ Di 
= S d wird , und errichte in D und D\ auf B C die Senkrechten D L und 
D\ c, dann sind 

5. b, c die Mittelpunkte, b D, cD\ die Kadien zweier der gesuchten Kreise. 
Ebenso wird der dritte Kreis a bestimmt. — 

Setzt man bD — y, cDi—z , so wird der Beweis der Gleichung 

b c = y -|- z 

vermittelt durch Zuhilfenahme der Aehnlichkoit der Dreiecke S «2 d und S «1 /, 
wobei uit±_BS ist; und ähnliche Betrachtungen lassen erkennen, dass auch 
die beiden anderen Bedingungsgleichungen wirklich erfüllt sind. 

Am Schlüsse zeigt Adams, dass seine Ausdrücke für die Halbmesser 
der gesuchten Kreise den von Malfatti hierfür gefundenen gleich sind und sie 
sich leicht mit den Tedenat’schen in Uebereinstimmung bringen lassen. 

Eine derartige Lösung, wie diese algebraisch -geometrisch erwiesene Kon- 
struktion, kann doch wohl nicht unbedingt den Vorzug vor der Steiner’schen 
erhalten, die, indem sie sich nur auf die Geometrie der Lage stützt und na- 
mentlich von keinerlei metrischen Hilfsmitteln, als da sind : Das Abtragen von 
Strecken etc., Gebrauch macht, eine bei weitem klarere Einsicht in den Zusam- 
menhang zwischen dem Gegebenen und Gefundenen, vermittelt durch eine 
direkte Anschauung, gestattet und — wenn man so sagen darf — zu einem 
einheitlicheren Ganzen vereinigt erscheint. 

Der erste rein geometrische Beweis der Steincr'schen Konstruk- 
tion rührt, meines Wissens, von dem Oberlehrer Quidde*) her, ist aber für 
mich auch nicht völlig befriedigend. * 

Quidde geht von den, in unserer Figur (Taf. I.) mit a, b,c bezeichneten, 
Kreisen aus, die er sich in das Dreieck A B C so eingeschrieben denkt, dass 
sich ihre drei inneren gemeinschaftlichen Tangenten in einem Punkte schnei- 
den, und gelangt dann, seine Betrachtungen auf drei vorher bewiesene Lehrsätze 
über die Berührung von Kreisen mit Geraden basirend, zur Ste iner'schen 
Konstruktion, die sich als ein speeieller Fall, wenn die drei Winkel C, B, A 
nemlich halbirt werden, aus seinem Raisonnement ergiebt. 


*) Programm de* Kriedcrichsgvnmasiuim zu Herford für da? Jahr !t*4D. 
(Jrunert's Archiv. 16. Bd. Seit« 197. 


4 * 


Siolic auch: 
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Von diesen drei Lehrsätzen tlieile ich liier nur den dritten mit, da die 
beiden anderen genau dieselben sind, die ich weiter oben unter (1) und (2) 
als die Plüeker’schen Hilfssätze bezeichnet und vollständig angegeben habe. 

Der einzige Unterschied zwischen den beiden zweiten Sätzen von Plücker 
und Quidde besteht darin, dass Ersterer den seinen in voller Allgemeinheit, 
Letzterer dagegen ihn unter beschränkenden Umständen ausspricht. 

Es ist nun der von Quidde bewiesene dritte Lehrsatz der folgende: 

„Wenn vier gerade Linien: 1, 2, 3, 4 einen Kreis berühren, und 
man beschreibt zwei Kreise, deren einer die Tangente (1) im Durch- 
Bchnittspunkte mit (3) und Tangente (4), der andere (2) im Durch- 
schnittspunkte mit (4) und Tangente (3) berührt, so bildet die vom 
Durchschnittspunkte der Tangenten (1) und (2) nach dem Mittelpunkte 
des ersten Kreises gezogene Gerade mit der Tangente (1) denselben Winkel, 
wie die nach dem Mittelpunkte des zweiten gezogene mit der Tangente (2).“ 
Das Uebrige der Quid de 'sehen Abhandlung enthält Folgerungen aus 
dem Malfatti’sch en Problem auf dem Wege der Rechnung, hierunter 
auch einen trigonometrischen Beweis für die Richtigkeit der Steiner 'sehen 
Konstruktion. 

Den zweiten rein geometrischen Beweis giebt Binder in dem Programm 
des Seminars Schönthal {Tübingen 1868), eine Arbeit, der man im Allgemeinen 
die vollste Anerkennung nicht versagen kann. 

Da die vorliegende Abhandlung etwas umfangreich ist, so bin ich ge- 
nöthigt, mich möglichst kurz zu fassen und, soweit sie für diesen Paragraph 
Gegenstand der Besprechung sein muss, nur die wesentlichsten Momente her- 
vorzuheben. 

Es stützt sich der dort gegebene Beweis der nachstehenden Konstruktion 
auf mehrere elementare und elementar zuerst bewiesene Lehrsätze über Tan- 
genten an • Kreise : 

„Man halbire die drei inneren Winkel des Dreiecks GHJ (Taf. IV. Fig. H.) 
durch drei Gerade, welche sich bekanntlich in einem Punkte o schneiden: 
beschreibe in die Dreiecke oGH und oJG die Kreise X und l r ; ziehe vom 
Berührungspunkte P des Kreises X und der GH an den Kreis Y die Tan- 
gente PA und vom Berührungspunkte U von Y mit JG an den Kreis X die 
Tangente Uc so, dass die Kreise in den Winkeln dPG, cUG liegen; ziehe 
ferner die zweite gemeinschaftliche Tangente a b beider Kreise, welche die G H 
in K, die JG in T schneidet; halbire den Winkel dPG durch eine Gerade. 
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welche die Go in A trifft, ziehe KX , welche die Haltoirungslinie des Winkels 
dPH in B , und TY, welche die Halbirungslinie des Winkels cUJ in C 
schneidet, und beschreibe endlich aus A, B, C mit den auf GH und JG ge- 
fällten Lothen AM, BN, CS Kreise, so sind diese die verlangten.“ 

Auf Seite (1) sagt Binder: „Geübtere Leser des folgenden Aufsatzes 
werden gebeten, zu berücksichtigen, dass derselbe mit Absicht ganz elementar 
gehalten ist, damit er auch von Schülern verstanden werden könne, die mit 
den Anfangsgründen der neueren Geometrie nicht vertraut sind.“ 

Es mag sein, dass Ref., ohne sich desshalb zu den „geübteren Lesern“ 
zählen zu wollen, darin den Grund zu suchen hat, warum ihm die ganze, sonst 
sehr tüchtige Beweisführung mit ihrem zugehörigen, ziemlich ausgedehnten 
Hilfsapparat etwas schwerfällig erschien, und wesshalb es ihn einigermaassen 
störte, dass die resultirende Konstruktion bei Binder „so im Ausdrucke (von 
der Steiner’schen) abgeändert ist, wie es für den vom Verfasser gefundenen 
Beweis erforderlich schien.“ 

— Die Literatur hat bis jetzt keinen Mathematiker aufzuweisen, der auf 
Grund rein synthetisch-geometrischer Betrachtungen Steiner’s 
Lösung direkt, ohne jene Abänderungen daran vorzunehmen und dadurch die 
Einfachheit und Durchsichtigkeit derselben, die ihr den hohen Vorrang vor 
allen anderen, zur Zeit versuchten, sichern, in irgend einer Weise zu beein- 
trächtigen *), zum Ausgangspunkt seiner Untersuchung genommen und 
dann in eämmtlichen Theilen streng bewiesen hätte. — 

Den Sätzen über Tangenten, deren bereits oben Erwähnung geschah, folgt 
die Deduktion eines Problems, das sich selbst wieder in drei Aufgaben spaltet, 
von denen die letzte das Mal fatti’ sehe Problem umfasst, und die der Reihe 
nach behandelt und konstruirt werden. 

Im sechsten Abschnitte geschehen die Erörterungen aller möglichen Lösungen 
dieser drei Aufgaben, insbesondere auch Untersuchungen in Bezug auf die 
Anzahl der immer möglichen Lösungen, bei denen selbst ich mich begnügen 
muss, auf B inder’s Arbeit hinzuweisen, welche diese Untersuchungen in um- 
fassendem Sinne vollständig durchgeführt enthält. 

Die Bestimmung der Anzahl der immer möglichen Lösungen jenes durch 
seine allgemeine Fassung interessanten Problems (Abschnitt TT.): 


*) Bei Binder allerdings in nur sehr geringem Uritde gegenüber den nuderen 
Auctoren. . 
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„Es sind drei «(nicht in einem Punkte sich schneidende; Gerade ge- 
geben. Man soll drei sich paarweise berührende Kreise zeichnen, so dass 
je eine Gerade gemeinschaftliche Tangente je eines Kreispaares werde, 
und zwar 

A. sollen zwei Gerade gemeinschaftliche Tangenten in den Berührungs- 
punkten der zugehörigen Kreispaare werden, entweder so, dass 

a. zwei Kreise vom dritten umschlossen werden , in welchem Falle 
zwei Gerade äussere Tangenten in den Berührungspunkten des 
umschliessenden Kreises werden müssen; oder so, dass 

b. sich die Kreise von Aussen berühren. 

B. soll eine Gerade gemeinschaftliche Tangente im Berührungspunkte 
des zugehörigen Kreispaares werden, die beiden anderen ihre Kreis- 
paare in zwei verschiedenenen Punkten berühren, in welchem Falle 
sich die drei Kreise von Aussen berühren müssen. 

C. sollen alle drei Gerade ihre Kreispaare je in zwei verschiedenen 
Punkten berühren, in welchem Falle sich die drei Kreise ebenfalls 
von Aussen berühren müssen“ — , 

hat Binder im sechsten Abschnitte, der sich mit geschichtlichen Bemerkungen 
über das Malfatti’sche Problem einleitet, gegeben und ist zu demBesultat ge- 
langt, dass diese allgemeine Aufgabe des zweiten Abschnittes wenigstens 86 
und höchstens 96 verschiedene Lösungen hat, wenn die drei Geraden ein 
(ungleichseitiges) Dreieck bilden. 

Nimmt man für die Aufgabe (C) an, dass die drei Kreise in dieses 
Dreieck fallen, so liegt in derselben das ursprünglich Malfatti’sche Problem vor. 

In dem Punkte der 32 immer möglichen Lösungen stimmt Binder mit 
Steiner überein, die von Steiner behaupteten 48 weiteren reduciren sich, 
wie Binder findet, wenn man nur ungleichseitige Dreiecke in Betracht zieht, 
immer auf 40, nach Umständen aber auf 30. 

Binder hat neben dem Verdienste, das er sich durch seinen rein geo- 
metrischen Beweis erworben,. noch das andere mit gebührendem Rechte erlangt, 
die bis zum Erscheinen seiner Schrift nur unvollständig behandelte Bestim- 
mung der Anzahl der möglichen Lösungen zum ersten Male in einer durch- 
greifenden Untersuchung erörtert zu haben. 
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§• 3 . 

Die Steiner'sehe Verallgemeinerung in der Ebene. 

lieber die Behandlung dieser allgemeineren Aufgabe von Seite Binder's*) 
sowohl, als von Plücker**) — bis jetzt, ausser Steiner, die beiden ein- 
zigen Bearbeiter derselben — sollen nun die nöthigen Nachrichten beigebracht 
werden. 

Die Definition und Lösung des Problems lauten nach Steiner folgender- 
maassen : 

Aufgabe (Taf. II.): „Wenn die drei beliebigen Kreise M 1, A/2, A/3 ge- 
geben sind, so soll man drei Kreise »»1, »«2, »«3 Enden, welche einander in 
den Punkten bi, b%, b$ berühren, und von denen zugleich der Kreis »«1 die 
Kreise il/2, A/3, der Kreis »<2 die Kreise M\ und A/3 und der Kreis »13 die 
Kreise M\ und A/2 berühre.“ 

Lösung (Crelle's Journal I. Bd. Seite 180 ): 

, 1 . Man suche die drei äusseren Aehnlichkeitspunkte A\,A2,A$, welche 
zu den drei gegebenen Kreisen, paarweise zusammengenommen, gehören, und 
konstruire die zu diesen Aehnlichkeitspunkten gehörigen Potenzkreise A\,A%, 
A3 , welche sich in einem bestimmten Punkte D schneiden werden. 

2. Hierauf beschreibe man die Kreise m , von denen der erste die 

Kreise Mi, Ai, A3, der zweite die Kreise A/2, Ai, A3 und der dritte die Kreise 
A/3, A2. Ai, berührt. 

3 . Ferner beschreibe man einen Kreis, dessen Peripherie ( bi Bi ßi) durch 
den Berührungspunkt Bi der Kreise Mi und m geht, und welcher die Kreise 
/U2,^3 berührt, jedoch so, dass er den Kreis /13, welcher von dem kleineren 
Mi der beiden Kreise A/2 , A/3 abhängig ist, einschliessend berührt. 

4 . So ist endlich derjenige Kreis »12, welchen man so beschreibt, dass er 
die Kreise M\, A/3 und den Kreis (b\ Bi ß\) berührt, einer der gesuchten 
Kreise. 

Die beiden übrigen gesuchten Kreise nn , »>3 werden eben so gefunden. 
Z. B. den Kreis «13 findet man aus der vorstehenden Konstruktion unmittelbar, 
wenn man statt des Kreises »»2 den Kreis »»3 beschreibt, welcher die Kreise 
Afi , M2 und den Kreis (61 Bi ßi) berührt. Es ist zu bemerken, dass die 

*) l>ni Mal fa tti'ich e Prolile m. Programm des Seminars Schöntlial. VII. Abschnitt. 

**) VI. Abschnitt der analytisch-geometrischen Aphorismen. Crelle’s Journal XI. Bd. 
Seite 3fiß. 
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beiden Kreise »«2. »13 den Hilfskreis (6t Bi ß\) in einem und demselben Puukie 
6t berühren.“ 

Binder hebt mit Recht hervor, Steiner habe unterlassen, zu erwähnen, 
dass der Punkt D auch imaginär werden könne, eine Bemerkung, die nament- 
lich bei einer einigermaassen übersichtlich sein sollenden Konstruktion wohl zu 
berücksichtigen ist, wie denn auch Binder, um den genannten Uebelstand zu 
vermeiden, eine zw eckmässige Annahme der Lage der drei Kreise Mi , Mz , M$ 
empfiehlt, die mit der in meiner Figur gewählten übereinstimmt, nemlich eine 
solche, bei der die Mittelpunkte Mi, il/2, Mz ein spitzwinkeliges Dreieck bilden, 
und die Kreise /ii,/i2,ju3 so konstruirt sind, dass z. B. /<i in dem von A 2 
und A3 gegen Mi hin gebildeten Winkel liegt. 

Auch diese Konstruktion hat Steiner, was ich schon früher bei Gelegen- 
heit der Besprechung des einfacheren Falles in einer kurzen Andeutung in Bezug 
auf die Lösung des vorliegenden ausgesprochen, ohne irgend einen Beweis ge- 
geben und nur mit dem folgenden Zusatze versehen: 

„ Die vielen verschiedenen Auflösungen, welche diese Aufgabe zulässt, sind 
in der Hauptsache der vorstehenden ähnlich; selbst wenn die gegebenen Kreise 
M\ , M2 , Mz , anstatt ausser einander zu liegen, einander schneiden, oder in 
einander liegen, bleiben die Auflösungen sich völlig ähnlich. Nimmt man an, 
die drei gegebenen Kreise schnitten einander, und zwar so, dass sie mehrere 
krummlinige Dreiecke bildeten, hält alsdann die Endpunkte A, B, C eines sol- 
chen Dreiecks fest und lässt die Kreise durch unendliche Zunahme in gerade 
Linien übergehen, so erhält man aus der vorliegenden Aufgabe und Lösung 
die weiter oben (einfacherer Fall) behandelte Aufgabe und Lösung; nemlich 
die gegenwärtigen Potenzkreise Ai, A 2, A3 gehen dann in die dortigen Geraden 
AO, BO CO über, so dass in dieser Hinsicht die Malfatti’sche Aufgabe als 
ein specieller Fall der vorstehenden angesehen werden kann.* 

Man erkennt auch augenblicklich die Uebereinstimmung zwischen der 
Konstruktion dieser und der specielleren Aufgabe und kann dieselbe in allen 
Theilen verfolgen, so z. B. erfüllen die Kreise (ßi B\ ßi), (ßz Bz ßi), (ßz Bzßz), 
die sich gleichfalls in einem Punkte E schneiden müssen, die gleichen Be- 
dingungen, wie die Geraden w C , w' A ' , w" B‘ und ihr gemeinschaftlicher 
Durchsclmittspunkt P; nur tritt hier der Unterschied auf, dass bei ersteren 
die doppelte Berührung mit (W2,/*3, resp. uz, fi\ und «1 , 112 schon in der 
Konstruktion verlangt ist, während die Analoga für w C‘ in Bezug auf ß, y etc. 
erst als nothwendig erwiesen werden müssen. 
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Für den Fall, in dem die drei Kreise Mi,Mi,Ms einander gleich 
sind, hat Plücker zunächst eine Lösung gegeben, die nur in ihren ersten 
zwei Theilen mit der Steiner’schen übereinstimmt. Den Hauptplatz, auf 
dem seine ganze Konstruktion beruht, hat PI Ücker unbewiesen gelassen, d. h. 
ihm den analytischen Beweis, den er angedeutet, nicht beigegeben, weil er 
glaubte, dass sich derselbe durch eine einfache allgemeine Betrachtung werde 
ersetzen lassen, im Uebrigen aber die Richtigkeit des Satzes durch Einführ- 
ung in seine Konstruktion anerkannt. 

Binder hat die Unrichtigkeit dieser von Plflcker aufgestellten Be- 
hauptung, die ein .exakter Beweis der Steiner’schen Lösung, der aber leider 
bei ihm fehlt, von seihst darthun würde, wenn auch nicht strenge bewiesen, 
so doch im hohen Grade wahrscheinlich gemacht und gezeigt, welche Konstruk- 
tion für den Fall dreier gleicher, in einem Punkte sich schneidender Kreise 
M an die Stelle der P 1 ü c k e r’schen zu setzen ist. 

Es würde zu weit führen, wenn ich mich ausführlicher über die Plücker'sche 
Konstruktion und Kritik derselben von Binder verbreiten wollte, und kann 
ich mich um so mehr damit begnügen, desshalb auf die Binder’sche Schrift 
hinzuweisen, als sich dieselbe in eingehender Weise mit dieser Auflösung 
beschäftigt. 

Den Uebergang von dem speciellen Falle zu dem allgemeinen, in welchem 
drei ungleiche Kreise als gegeben vorliegen, vermittelt Plücker durch 
sein, im fünften Abschnitte der analytisch -geometrischen Aphorismen mit- 
getheiltes Uebertragungsprincip und wird dadurch auf folgende Konstruktion 
geführt : 

1. Man beschreibe aus den äusseren Aehnlichkeitspunkten je zweier der 
drei gegebenen Kreise Mi, Ms, Ms als Mittelpunkten die äusseren Potenz- 
kreise A3, A2, Ai, welche sich in denselben beiden Punkten 1 ) und P*) 
schneiden werden. 

2. Man beschreibe einen neuen Kreis ftt , welcher die Kreise Mi, Ai, -da, 
einen Kreis m, welcher die Kreise Mi, A\, As und einen Kreis w, welcher 
die Kreise Ms, Ai, Ai so berührt, dass die Berührungen von m und m mit 
A 3 , von und /ii mit Ai, von m und m mit Ai eine ungleichartige ist. 

3. Man beschreibe drei neue Kreise, welche alle drei durch einen der 
Punkte D oder P, etwa durch den ersteren derselben, gehen und die respek- 


• j Der funkt P hat in der Figur auf Tafel (II.) nicht mehr angegeben werden können. 
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tive die Kreise m und uz, (.13 und m, uz und ^3 ungleichartig berühren. 
Diese Kreise, welche wir durch (/<i ^uy), (/ui ^3), (fiz m) bezeichnen wollen, 
schneiden sich alsdann noch in einem und demselben zweiten Punkte. Dieser 
Punkt sei N. 

4. Von den verlangten drei Kreisen berührt alsdann der erste, »h , die 
vier Kreise Qm /<2), Qm j«3), Mz, M3, der zweite, «12, die vier Kreise Qm ^2), 
M\, il/3 und der dritte, m, die Kreise Qm (“3), (m /<3 ), M<z, M\. 

Plücker findet, dass seine Konstruktion im Wesentlichen mit der 
Steiner 'sehen übereinstimme, und drückt seiu Befremden darüber aus, dass 
Steiner mit keiner Sylbe angedeutet habe, dass die Kreise A3, Az, Ai, 
(^1^2)1 Qm ^3), (/<2 f*3) alle sechs (und nicht blos die drei ersten) durch einen 
und denselben Punkt gehen , wodurch eben die Konstruktion der allgemeineren 
Aufgabe mit der Mal fatti 'sehen verknüpft sei. 

Mir scheint, gerade im Wesentlichen, eine Abweichung von der Kon- 
struktion Stein er ’s zu bestehen; sodann ist es für mich immer unklar ge- 
blieben, wie sich in der genannten Eigentümlichkeit der innige Zusammen- 
hang zwischen der Konstruktion dieser und der Malfatti’schen Aufgabe 
aussprechen soll, da in der That nur die Steiner’sche Lösung einen solchen 
erkennen lässt, was ich schon früher oberflächlich berührt habe. 

Plücker hat wahrscheinlich übersehen, dass seine Kreise f/wt ^2) etc. 
nicht identisch sind mit den Kreisen (ßi Bi ßi), (ßz Jh ßz), (/?3 P3 ß%), welche 
letztere im Allgemeinen sich weder in I) noch in P treffen können, wie schon 
ein blosser Anblick der von Steiner gegebenen Figur zeigt. 

Auch zu dieser allgemeinen Plfl cker’schen Lösung, über die ich mich 
nur in derselben Weise äussern kann, wie weiter oben über die des einfacheren 
Falles (in welchem drei gleiche Kreise als gegeben betrachtet werden), findet 
man Bemerkungen in der Arbeit von Binder, wo der Verfasser auf Seite 35 
zu dem Resultate gelangt, „dass die PI Ücker 'sehe Konstruktion für drei 
ungleiche Kreise brauchbar dann, aber höchst wahrscheinlich nur dann ist, 
, wenn diese drei Kreise sich in einem Punkte schneiden. 
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§- 4 . 

Die Steiner'sche Erweiterung in Bezug anf den Raum nnd die Arbeiten 
von Schell baeh *), Cayley 2 ), (,’lebsch 3 ). 

Steiner blieb bei der im vorigen Kapitel beschriebenen Verallgemei- 
nerung nicht stehen, sondern gab dem Malfatti’schen Problem noch eine 
weitere Ausdehnung, indem er es auf die Kugelfläche und beliebige Oberflächen 
zweiter Ordnung übertrug. 

Die Auflösung der Aufgabe: 

„Auf einer Kugelfläche sind drei beliebige Kreise M\, Mi, A/3 der 
Grösse und Lage nach gegeben; man soll auf derselben Kugelfläche drei 
andere Kreise twj, m» 2, »«3 finden, welche einander berühren, und von 
denen zugleich der Kreis w»i die Kreise Mi und Mi, der Kreis m 1 die 
Kreise Mi und il/3 und der Kreis mi die Kreise M\ und Mi berühre.“ 
Oder was Dasselbe ist: 

„Wenn drei beliebige gerade Kegel, welche einerlei Scheitelpunkt 
haben, der Grösse und Lage nach gegeben sind: so soll man aus dem 
nemlichen Scheitel drei andere gerade Kegel beschreiben, welche einander 
berühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kegel berühre,“ 
ist der der Stein er 'sehen Verallgemeinerung in der Ebene ähnlich; und 
lässt man die Kugelfläcbe durch unendliche Entfernung ihres Mittelpunktes in 
eine Ebene übergehen, so geht zugleich die gegenwärtige Aufgabe in die des 
§. 3 . über. 

Ebenso besteht eine Aehnlichkeit zwischen der Lösung der nachstehenden 
Aufgabe (wenn die drei gegebenen Kreise grösste werden): 

„In ein gegebenes sphärisches Dreieck drei Kreise zu beschreiben, 
welche einander berühren, und von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks 
berühre.“ Oder, was auf Dasselbe herauskommt : 

„In einen gegebenen dreikantigen Körperwinkel drei gerade Kegel 
zu beschreiben, welche einander berühren, und von denen jeder zwei 
Seitenflächen des Körperwinkels berührt,“ 

’) Eine Erweiterung der M a 1 f a 1 1 i’ sehen Aufgabe (Cr eile’« Journal 45. Bd. 
8eite 18*3). 

*) Analyticai Researches connected witb Stein er’i Eitension of Haifa tti’e Pro- 
blem (Philosophien] Trangaeiions for the year 1852. p. 253,). 

J ) Anwendung der elliptischen Funktionen auf ein Problem der Geometrie des Raumes 
(Cr eile ’s Journal 53. Bd. Seite 292). 
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und der der ursprünglich Mal fatti 'sehen. Statt der dortigen Hilfslinien 
AO, BO, CO, welche die Winkel des gegebenen Dreiecks halbiren, kommen 
Bogen grösster Kreise vor, welche die Winkel des gegebenen sphärischen 
Dreiecks halbiren, u. 8. w. 

Steiner begnügt sich bei diesen beiden Aufgaben und der allgemeinsten 
für beliebige Oberflächen zw eiten Grades nur mit Andeutungen ihrer Lösungen 
und verspricht, die nötbigen Hilfssätze, auf denen dieselben beruhen, und die 
gleichfalls ohne Beweise gelassen sind, an einem andern Orte nachzuliefern 
und ausführlich zu erörtern. 

Am Schlüsse stellt er noch die folgende Aufgabe: 

„In einen, von vier ebenen Flächen begrenzten, gegebenen Körper 
drei Kugeln zu beschreiben, welche einander berühren, und von denen 
jede ausserdepi drei Seitenflächen des Körpers berührt,“ 
von der er sagt: 

„Diese Aufgabe ist gerade nur bestimmt. Sie ist immer zu lösen 
möglich.“ 

Zunächst hat nnn Sehe 11b ach für den Fall einer Kugel, welche von 
drei Ebenen in grössten Kreisen geschnitten wird, eine Auflösung gegeben, 
die an Einfachheit gewiss Nichts zu wünschen übrig lässt. 

Es sei also LMN ein sphärisches Dreieck, in welches drei Kreise so 
einzuschreiben sind, dass sie sich unter einander berühren, und ausserdem 
jeder je zwei Seiten des Dreiecks berührt. 

Die den Ecken gegenüber liegenden Seiten des Dreiecks mögen l, m, n 
heissen. Die Entfernungen der Berührungspunkte der Kreise und der Seiten 
des Dreiecks von den Ecken bezeichne man durch X, /<, v. Setzt man dann 


1 


(! + + ”) = 


also 


l — s = a, m — s — b, n — s 
s — X = x, s — /j = y, s — v 

(l b C = — 8, 


= z. 


so erhält man leicht folgende Gleichung: 


cos a . cos y . cos z sin a . sm y . sin z _ 
cos s sin s 


( 1 ) 
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Sucht man jetzt aus der Gleichung: 

cos « . cos b . cos c sin a . sin b . sin c 
cos s ' sin s 

den Winkel a, so finden sich aus den Gleichungen: 


cos (y + t) 


cos ( ij — z) 
die Grössen y und z. 


cos ( s + g (o — «)) 
cos * (a + a) 

cos(* — g (° ~ «)) 

1 , , , 

COS (a -f a) 


und 


1 


( 2 ) 


. (3) 


Die Gleichung (2) löst man bekanntlich durch Einführung eines Hilfs- 
winkels (p auf, den man aus der Gleichung 

tg (p = tgö.tgc.cotgs (4) 


berechnet. Man findet dann: 

cos (a — y) 


cos s . cos cp 
cos b . cos c’ 


(5) 


Mit Hilfe rechtwinkeliger sphärischer Dreiecke lassen sich die Gleichungen 
(3. 4. und 5.) konstruiren. 

Eine gehörige Vertauschung der Buchstaben giebt ausser den Gleichungen 
(1. und 2.), entsprechend, noch zwei andere Gleichungen. Bei dieser Auf- 
lösung braucht s nicht die Summe a -|- b + c darzustellen, sondern kann ein 
beliebiger Bogen sein. 

Fast gleichzeitig mit Sc hei Ibach hat Cayley eine analytische Behand- 
lung der Aufgabe: 

Zu drei, auf einer Oberfläche zweiter Ordnung beschriebenen, ebenen 
Kurven drei andere zu finden, welche sich unter einander berühren, und 
von denen jede zugleich zwei der gegebenen Kurven berührt, 

veröffentlicht und das Problem auf ein System von Gleichungen zurückgeführt, 
welches als specieller Fall in dem folgenden enthalten ist: 
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CA) 


« + /» (y + *) + yy* + 6 VT+y2.V r l + ' 2 = 0 
«' + ß'(* + x) + y‘ ex 4 d‘ V\ +72. \Al + x2 = 0 
«"+/»"(* + 10 + y"*y + <»" V r r^.V’rjT^ = 0 , 


das er durch rein algebraische 
gungen : 

_ß_ = 

y— « 


Betrachtungen löst, unter gewissen Bedin- 

_ ß‘_ = 0" 

y' — er' y" — o" 


02 + y 2 - d 2 _ 0'2 4. y'2 - d' 2 _ 0" 2 -f y"2 — d" 2 
y2 — a- y'2 — ct‘ 2 y"2 — a"2 ’ 

denen die Coefficienten genügen müssen, wodurch also auch die algebraische 
Lösung der Aufgabe vollständig geliefert ist. 

Ist 

ß = o, ß‘ = o, ß“ = o 
d = y, d' = y' p d" = y" 
a a' a" 

y ~ y‘ ~ y" ” 

so erhält man aus dem obigen das folgende System: 

iß z* 2 ly s = ft — 1 
*2 4 x 2-f 2 mxz = m 2 — 1 
i 2 4j 2 4 2 n x y = n 2 — 1 , 
auf welches sich meine Bemerkung am Ende des ersten Abschnittes, wo von 
Cayley’s Bearbeitung des Malfatti’schen Problems die Hede war, bezieht. 

Nach Clebsch lässt sich die Auflösung der Gleichungen ( A ) indess auch 
aus einem anderen Gesichtspunkte darstellen, indem man sie betrachtet als 
die algebraischen Integrale von Gleichungen der Form: 

d y . dz 


(B) 


Vy + Vz ° 


d e 

YZ‘ + 

d x 


dx 

VT 


= 0 


■ dy _ 

{ Vx " + yT« -0 ’ 


wo X', X" ganze Funktionen vierten Grades von x sind, F, F" von y, Z, Z 1 von z. 

Rechnet man diese Funktionen wirklich aus, so findet man für die Gleich- 
ungen ( B ) die folgenden: 
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d y 

?T+^ VW- P - o 2 ) -2y (a + /% + ( < J2_ y 2_ / j^ 

, d_e . 

+ Fl 4- *2 F («J 2 — ^ - o2) — 2 y (a + ß) z + (<T* — y2 — 6 

Um nun die Integrale dieser Gleichungen vergleichen zu können, muss 
man unter den Wurzelzeichen bis auf einen konstanten Faktor immer dieselbe 
Funktion haben, d. h. die Ausdrücke 

(d 2 _ ßl _ a 2) _ 2 y (a + ß) tl + (<J2 _ y2 _ £2) „2 

(d 2 _ ß ‘2 _ a '2) _ 2 y' ( a' + ß') U 4- (d'2 - y'2 - ß' 2 ) M 2 

(d"2 - ß "2 — o"2) - 2 y" (a“ -f ß") u 4- (d"2 — y" 2 _ 0"2) „2 
dürfen sich nur um konstante Faktoren unterscheiden. Daher erhält man die 
Bedingungen 

d2 — ß 2 — (*2 : 2 y (a 4- ß) : J2 — y 2 _ ß 2 

- <J'2 — ß ‘2 — ß'2 : 2/ («' 4- /*') : d‘2 —y 2 — ß ‘2 

— d" 2 — ß "2 — a"2 : 2y"(a"4-/S") : d"2 — y"2_^"2 

für die Anwendbarkeit dieser Methode ; und es sind diess genau die von Cay- 
ley aufgestellten Bedingungen. 

Herr Clebsch sagt weiter: 

,,Man wird durch diese Betrachtungen darauf geführt, das Problem 
nicht auf die Gleichungen ( A ) zurückzuführen, sondern auf andere, welche 
sich an die gewöhnliche Form des Additionstheorems der elliptischen 
Funktionen anschliessen, wo man dann zugleich die Constanten, welche in 
die Integrale der Gleichungen (B) eingehen, durch die Constanten des 
Problems bestimmt.“ 

Im Anschlüsse an die bereits mitgetheilte Arbeit von Schellbach ent- 
wickelt Herr Clebsch schliesslich noch die Formeln für die allgemeine Auf- 
gabe, bei welcher statt der Ebenen dreier grössten Kreise irgend andere gege- 
ben sind. 
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